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TP 3 : Modele géométrique inverse (MGI) d'un bras manipulateur

Objectif :

L'objectif de ce TP est I'étude du modele géométrique inverse de deux Robots bras manipulateur
RRRR et RRRRR, aprés avoir vu leur modélisation (TP1) et leur modele géométrique direct (TP2).

Le modele géométrique inverse d'un robot bras manipulateur consiste en la détermination de sa
position angulaire (valeur des angles des articulations) a partir de sa position cartésienne
(coordonnées cartésiennes de |'effecteur). Deux méthodes vont étre étudiées dans ce TP : la
méthode algébrique (géométrique) et la méthode analytique.

1. Modele géométrique inverse pour bras manipulateur RRRR : CAPAX

1.1 Méthode algébrique (géométrique)

Cette méthode nous permet de calculer les expressions suivantes :

el = f (PXI Pyl PZ)

6, = £ (PXI Pyl PZ)

63 = f(Px, Py, P3)

ou 81, ©2, 63, désignent les angles respectifs des articulati
Px, Py, P.:lescoordonnées cartésiennes dubrasm

L

Y L45

a3 =L134+L45 =135

02 2 L23 »
i Z 03 ; 7

L12

Base du Robot

ot 4R Fig.2 : Robot 4R (changement de la représentation)

La figure 1 montre la modélisation du Robot 4 R. Pour simplifier les calculs dans la méthode
algébrique, on va procéder a un léger changement de la représentation et passer a la représentation
de la figure 2 en tenant compte que :

B3 = -63'" + /2 (1)

Le signe (-) représente le changement du sens de rotation.
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9
VA

Base du Robot

Fig. 3 : Bras simplifiée Fig. 4 : Vue de dessus | Fig.5:

La figure 3 représente le bras simplifié, prét a I'étude du m
méthode algébrique.

Figure 4 : vue de dessus

Remarques:dl # a2etd2 # a3, parce que 6, #W.d1l (d2) estla projection de

a2 (a3) surl'axe des X.

Exprimer 81 en fonction de Py et Py. (Trian % PXPY) =01 = ... (2)

Exprimer R1 en fonction de Py et riahgl ngle RLPx,Py) PRl = ............ (3)
4

Figure 5 : vue de face

R1 # Px, cecin'estvrai
©3"' n'est pas défini p

Exprimer R2 enfon

Exprimer de R1 et R2 (Triangle rectangle R1,R2,R3) = R3 =............ (5)
En utilj ) et (5), exprimer R3 en fonction de Py, Py, P,etal = R3 =........... (6)
Exprimer a2 eh fonction de R1 et R2 (Triangle rectangle R1,LR2,R3) > a2 = ........... (7)
Exprimer al en fonction de a2, a3 et R3 (Trianglea2,a3,R3) = ol = ........c.cc..... (8)
Exprimer 82 en fonctionde a2 et al, = 62 = . ...ttt e (9)

En utilisant (7), (8) et (9), exprimer 62 en fonction de R1, R2, R3, a2 et a3 =
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ExprimerB8'3enfonctionde a3, = 0" 3 = ...t e e (11)
Exprimer a3 en fonction de a2, a3 et R3 (triangle a2, a3, R3) =

O3 o ittt e et e et e et e e e e e e e (12)
Exprimer 8'3 en fonction de a3 =P 0'3 = ..o (23)

En utilisant (1) et (13), exprimer 63 en fonction de a2, a3 et R3 =

S T .. (14)
La figue 6 (vue de face coude en haut) montre la deuxieme . C.A
solution possible pour une autre position du bras avec la ,i931' Y
méme position de [I'effecteur (mémes coordonnées
cartésiennes : Px, Py et Pz). 2
Cette nouvelle position est schématisée en couleur orange. a R2
Elle est matérialisée parle triangle (A, D, C) etles G & 63
nouveaux angles 621 et 631.
g © 6 O:\' 31 B
2
En utilisant (1), 31 = -631'+1/2 «vvvn... A/ 02\%"  R1
Exprimer 621 en fonction de a1 et o2 a1 Pz
z
621 = 6)
N y
Fig. 6 : vue de face (coude en
haut)
prime en fonction de R1, R2, R3, a2 et a3 =
¢
........................................ (16)
.......................................... (17)
t (12), exprimer 831 en fonction de a2, a3 et R3 =
.................................................... (18)
A partir de I'expression de 62 et 621, en déduire la condition 1 pour que ces 2 valeurs existent :
L30T B (19)
A partir de I'expression de 63 et 831, en déduire la condition 2 pour que ces 2 valeurs existent :
CONA L = ittt ittt ettt e ee et aeee e (20)
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Faites un résumé des valeurs de 61, 62 et 63 dans le tableau ci-dessous

01 02 63
01 021 831
01 022 832

condition 1:

Ecrire un script Matlab qui permet
partir de sa position cartésienne (Px, ous aidant avec l'algorithme de la figure 7.

A\
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Début

v
Données : Longueur des liensal, a2 et a3
Coordonnées cartésiennes : Px, Py et Pz

A 4
R3 = sqgrt (Px"2+Py"2+ (Pz-al) "2

A 4
(a2”2+R3%2-a3"2) /2*R3*a2
-1 < Condl £1

Condl

Cond2 = (a2"2+a

= Sqgrt (Px"2+Py"2) ; R2 = Pz-al
R sqrt (Px"2+Py"2+ (Pz-al) "2
61 = atan2 (Py, Px)

olution 1:

611 = 61

621 = atan(R2,R1l)-acos ((a2”2+4R3"2-a3"2)/ (2*a2*R3))
831 = acos((a2”2+a3”2-R3"2)/(2*a2*a3)) - /2
Solution 2::

012 = 61

©22 = atan(R2,R1)+acos ((a2”2+R3%2-a3"2)/(2*a2*R3))
8633 = 3*nn/2 - acos((a2”2+a3"2-R3"2)/ (2*a2*a3))

v
Fin

Fig. 7 : Algorithme de calcul par la méthode algébrique
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1.2 Méthode analytique

Cette méthode exploite I'expression de la matrice homogene pour essayer de simplifier les
équations des angles des articulations :

44 = 1A(6,) * 3A(62) * 3A(65) = 1A(6,) (1.2-1)

nx ox ax Px
op— [0V oy ay Py
A =

nz oz az Pz
O 0 o0 1

Px, Py et Pz sontlescoordonnées cartésiennes de |'effecteur pa t a la baS&@u robot.
g

Si on désigne par:

cos (Bl) = cl, cos(B2) = c2, cos(©3) = c3, c )

sin(6l) = sl, sin(62) = s2, sin(63) s3, n(oe =31 .

cos (62-63) = ¢c23 , sin(62-63) = s23

nx = cd4*cl*c23-sl*sd4 |ox = —-cd4*sl-a x = —-s23*cl

ny = cl*s4+c4*sl*c23 sl*g? 3 Jay = -s23*sl
nz = s23*c4 az = c23
Px=cl* (a2*c2-d4*s23) -d4*s23) Pz = dl+a2*s2+d4*c23

A\

En multipliant les 2 termes de

(A6:))7!

Puisque (24(8y))

L'équation

FA(61)7" * QA = 3A(6,) * 3A(65) * 3A(6,) (1.2-3)
On aura teme d'équation suivant :
Px*cos (61)+Py*sin(61l) = a2*cos(62)-d4*sin (62-63) (1.2-4)
Pz-dl = a2*sin(62)+d4d*cos (62-63) (1.2-5)
Px*sin (61) -Py*cos (61) = 0 (1.2-6)

A partir de (1.2-6), exprimer 61 en fonction de Px et Py =

01= (1.2-7)
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©1 étant connu, on pose :

u = Px*cos(61l)+Py*sin (61) (1.2-8)
v = Pz-dl (1.2-9)

Le systeme d'équation devient :

t

En exploitant la propriété des fonctions trigonométriques (voir annexe 1),
Calculer puis simplifier I'expression : (1.2-10) 2+ (1.2-11)?2
En déduire I'expression de sin(63) en fonction de u, v, a2 et d4 =»

a2*cos (062)-d4*sin (62-63) (1.2-10)
az2*sin (62)+d4*cos (62-03) (1.2-11)

sin(03) = (1.2-12)
Ng
On pose
wl= u?+v2-a22-d42/2*a2*d4
Comme 0 < 83 <m = 063 20 =2 0 < sin(63) 1
Définir une condition sur wl qui vérifie I'inégalité ci-des
Condition1 : (1.2-13) Q

Dans ce cas

Exprimer cos(63) en fonction de w1l =

cos(03) = (1.2-14)

Déterminer alors les 2 valeurs possibles nction de wl : 631 et 632 =
931= (1.2-15) 4

831= (1.2-16)

2¢me transformation :

En multipliant les équation (1.2-3) par (24(8,))7 %, onaura:

0:1))7" * 4A =(3A(6,)) 7" * 24(6,) * 3A(5) * 1A(64) (1.2-17)

~1 % 14(0;) = 1 : matrice identité
. 2-17) devient

L'équation
(GA(6)) ™ * (FA(61)) " * A =34(63) * 3A(64) (1.2-18)

Apreés identification des termes, on aura le systeme d'équation suivant :

{v*sin(92)+u*cos(92)=d4*sin(93)+a2 (1.2-19)
V*¥cos (62)-u*sin(62)=d4*cos (63) (1.2-20)

u et v étant définit précédemment.
©3 étant calculée précédemment en 631 et 632
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On pose

w2l = d4*sin (631)+a2 (1.2-21)
w22 = d4*sin (632)+a2 (1.2-22)
(1.2-19) et (1.2-21) =» u*cos(62)+v*sin(62) = w2l (1.2-23)

(1.2-19) et (1.2-22) =» u*cos(62)+v*sin (62) w22 (1.2-24)

Pour la résolution de ce type d'équation, se référer a I'annexe 1 (équation de type 6) dont la
démonstration est comme suit :

on pose :

u = R*cos (q)

v = R*sin(q)
avec:

R = sqgrt (u2+v?)
g = atan2 (v, u)

-27)
.2-28)
(1.2-23), (1.2-25) et (1.2-26) =>
cos (g) *cos (621)+sin(qg) *sin (621) = w21/R (1.2-29)
L'équation ci-dessus est de la forme cos (A1-B1) =w2
Identifier A1 et B1 ?

Al = e e i e

Bl = i

Identifier A
B m e e e e e e e e e e e ettt ettt et e et ettt ettt ettt (1.2-32)
B o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (1.2-33)
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Faites un résumé des valeurs de 61, 62 et 63 dans le tableau ci-dessous

01 02 03
o1 621 631
o1 022 032

= Pz-dl ; R = sqr

Px*cos (61) +Py*sin(61) ; v

(u2+v2-a22-d4z2) /2*a2*d4 ;
w22 = d4*sin (8632)+a?2

u =

wl =
w2l = d4*sin (631)+a2 ;

Condition1: Condition 2 : Condition 3 :

Ecrire un script Matlab qui permet de calc [aypositi
partir de sa position cartésienne (PX, Py

LN Q
@ ‘

gulaire du bras (angles 61, 82 et 83) a
dant avec l'algorithme de la figure 8.
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Début

4
Coeff. matrice de transfor. : d1, a2 et a4
Coordonnées cartésiennes : px, Py et Pz

Pas de solution

61 = atan2 (Py, Px)
u = Px*cos(61)+Py*sin( 61) Fin

v = Pz-dl ; R = sqgrt(u”2+v”"2)
0211 = atan2(sqgrt(l-(w21/R 2/R)
A 6212 = atan2(-sqrt(l ~2,9R2 /R)
Condl: wl=(u*24+v”*2-a272-d4"2) /2*a2*d4 621 = sup (6211, 6212)
-1 <wl <1 w22 = dd*sin(
Cond3 -1 <

Pas de solution

Oui

Fin

631 = atan2(wl,sqrt(l-wl"2))
632 atan2 (wl, —-sqrt(l-w
w21l = d4*sin( 631)+a2

Cond2 : -1 < w2l1/R <1

1 = atan2 (sqrt(l1-(w2 2/R)"2,w22/R)
22 = atan2 (-sqrt(l-(w2 2/R)"2,w22/R)
022 = sup(6221,6222)

A
\ Fin

4

& “MAlgorithme de calcul par la méthode analytique
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Claw A_ 4 170

Wrist 4 3 7 25

Elbow 4 » 150.0

400 ;-
Shoulder 4 » 75.0 "
300 -4
Base 4 3 7 50.0
200 -}
— Commande Arduino - CAPAX 4R—— :
Connect | Ref. GoTo | | Close 100
Z G —{
— Cinématique inverse
X Y P
139.9 166.8 265.4 -200 -
Cinématigue Inverse Analytigue =300 ,..
t1 t2 13 400 400 :
50.0 -4.7 30.0 Tr. :

50.0 75.0 150.0 Tr.

Cinématigue Inverse Géométrique

.

-400

t1 t2 t3 b
DH_standard DH_meodified
50.0 4T 300 T Pos X Pos Y Pos Z Cinématique directs Pos Xm Pos Ym Pos Zm
50.0 75.0 150.0 | | Tr. 139.9 166.8 265.4 139.9 166.3 265.4
Transfert vers cinématigue inverse

400
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Fig. 9 : Interface Matlab Robot 4R
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2.

Modeéle géométrique inverse pour bras manipulateur RRRRR : CAPAX 5R

L56 L45 ’
04
a7 a2 = 123 a3 =134 a4 = L45+L56
» | » | »o ‘
02 L23 03' L34 04' L45 L56,
=
P
S
2y 2
—
L12 3 0'3=-03 +1/2
S @ 0'4=-04+11/2
o LO1
©
| Base du Robot
LO1
Base du Robot 'S
Fig. 10 : Robot 5R Fig. 11 : Robot 5R (changem a gsentation)

a4
$=02+03'+04'
........................................................ C /N 04
% .. \02+03'

X
N N >

PxC Px

presentation Fig. 13 : Robot 5 R approche géométrique

e algébrique (géométrique) avec condition (¢ = 62 + 63" + 04')

Cette méthode nous permet de calculer les expressions suivantes :

61
B2
O3
B4
ou

f(Px, Py, Pz)

f (PXI Pyl PZ)

f(Px, Py, P2)

f (PXI Pyl PZ)

01, B2, O3 et 64 désignent les angles respectifs des articulations 1, 2, 3 et 4.
Py, Py, P.:les coordonnées cartésiennes du bras manipulateur.
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C'est un systéme d'équation qui admet plusieurs solutions puisque le nombre d'inconnues 01,
02, 63 et 64 dépassent le nombre des données P., P, P..Pour contrecarrer ce probleme, on va
ajouter une quatrieme condition par exemple, on pose ¢ = 62 + 63 + O4.

Px, Py et Pz sontconnues. Sion détermine PxC, PyC et PzC, (Fig. 13), on peut ramener le
robot 5R en un robot 4R et lui appliquer les formules vues au §1.1.

Dans ce cas, on peut calculer 62 et 83. 84 sera calculé a partir de I'équation 84 = ¢ - 62 - 63
Onpose:0'3=-03+n/2, 06'4 = -044+m/2

Puisqu'on travaille dans I'espace 3D, on va utiliser I'étude analytique juste pour déterminer PxC,
PyCet PzC.

Soit C : matrice de transformation homogene au point C

0A = 9A(0,) * 1A(8,) * 2A(8%) * 3A(0),) * £A(05)

C = A =172A(8,) * 3A(6,)  3A(6%)
nx ox ax Px nx\ ‘DXC
op _ |0 oy ay Py 0A —ofN, Oy By PyC
°A =

nz oz az Pz

O 0 O 1

Apreés identification, on trouve :

Px = PxC + ad*cos(01) *cos (¢)
Py = PyC + ad*sin(61) *cos ()
Pz = PzC + ad*sin (¢)

2.1.1 Premiére solution : coude en

Pour le calculde 62 et 6' 3, loiteta leSirésultats déja calculés au §1.1 (méthode algébrique
pour Robot 4R), en remplacant Py,” Pz) par (PxC, PyC, PzC).
Puisqued = 62 + O'3{+ 6 0'4=¢-62-06"3.

avec:

B3 = -03' + ‘ (2.1-1)
B4 = -64' K (2.1-2)
Le signe (-) e changement du sens de rotation.
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En procédant de la sorte, le schéma du bras, ramené au point C devient :

Base du Robot

Fig. 14 : Bras simplifiée ramené au

point C Fig. 15 : Vue de dessus

Figure 15 : vue de dessus
Remarques:dl # aZ2etd2 # a3, parceque 62
a2 (a3) surl'axe des X.

Exprimer 61 en fonction de PxC et

aiquesi 61 = 0, ce qui n'est pas toujours le cas.
ar rapport a I'horizontale, mais plutot par rapport a la direction du bras a2.

TP 3 : Modéle géométrique inverse (MGI) d'un bras manipulateur Page 14/24



INFO-CONSULT (www.infoconsult.tn)

Département didacTIC®

Exprimer a2 en fonction de R1 et R2 (Triangle rectangle R1,R2,R3) =

O o i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (2.1-8)
Exprimer al en fonction de a2, a3 et R3 (Triangle a2,a3,R3) =

O (2.1-9)
Exprimer 82 en fonctionde a2 et al, = 62 = ... .ttt e (2.1-10)

En utilisant (2.1-8), (2.1-9) et (2.1-10), exprimer 82 en fonction de R1, R2, R3,a2 et a

O DO 11)
Exprimer 8'3 en fonctionde a3, =2 6'3 = . ... ... ...t .1-12)
Exprimer a3 en fonction de a2, a3 et R3 (triangle a2, a3, R3) =
o T T .1-13)
Exprimer '3 en fonctiondea3 =2 6'3 = .. ....... (2.1-14)
En utilisant (2.1-2) et (2.1-14), exprimer 63 en fonct
63 = (2.1-15)
C
A
) 3 < p31r 2 i
S
D:
,g)
_ .\ N R2
La figue 6 (vue de fac en g montre la deuxieme v e 03"
solution possible re position du bras avec la Y o \
méme position de émes coordonnees 021 L\ a2 B
cartésienn t PzC). 09 )
Cette nou st schématisée en couleur orange. A 2 R1
Elle est arletriangle (A, D, C) etles J Pz
nou 621 et ©631. al 7
N y
Fig. 6 : vue de face (coude en haut)

En utilisant (2.1-2), 031 = =031 "4/ 2 « i ittt ettt e e e e e e e (2.1-16)
Exprimer 621 en fonction de ol et a2

Rt (2.1-17)
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En utilisant (2.1-8), (2.1-9) et (2.1-17), exprimer 62 en fonction de R1, R2, R3, a2 et a3 =

©31' = -63' = a3 - @ (2.1-18)

En utilisant (2.1-13), (2.1-16) et (2.1-18), exprimer 831 en fonction de a2, a3 et R3 =

-
c
o

-

=
o

)

Solution 2

Ecrire un script Matlab qui permet de calculer la position angulaire du bras (angles 81, 62, 83 et
04) a partir de sa position cartésienne (PxC, PyC et PzC) et la somme des angles ¢ en vous aidant
avec l'algorithme de la figure 7.
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2.2 Méthode analytique : Méthode de Paul

Cette méthode exploite I'expression de la matrice homogene pour essayer de simplifier les
équations des angles des articulations :

gA = (1)A(91) * %A(ez) * %A(93) * ZA(94) * gA(es) (2.2-1)

nx ox ax Px
op — [0V oy ay Py
oA =

nz oz az Pz
0 0 0 1 \
si on pose :

cos(el)—cl cos (62)=c2, cos(63)=c3, cos(64)=c4, S
sin(61) = sin(62)=s2, sin(63)=s3, sin(64)=s ST —35
cos (62- 93) c23 ,51n(62-63)=s23

cos (62-63-64)=c234 ,sin(62-63-64)=s234

—c5%cl*s234 —s1xs5 s5%cl=*s234—c5*s1l —cl

0p — cl*xs5—c5*s1%s234 cl#*c5+s5*slx*s234 C
5 c234 % c5 s5 % c234 1
0 0

*c2 —a3 xs23 —d5 *c234)
(a2 * c2 —a3 *s23 —d5 * c234)
dl + a2 xs2+ a3 xc23 —d5 *s234

1
On pose:
A (1,4) = , 2A(3,4) =Pz
Alors :

—c5*cl *s234 —s1 « s5 —cl xc234 Px
0p = cl *s5 —c5 xs1*s23 c —s1 xc234 Py
5 €234 % 5 —s234 Pz

0 0 1

En multipliant les 2 te
(FA(8,))~ 0,)) 7" * QA(8,) * 3A(8,) * 3A(83) * 3A(6,) * 2A(B5) (2.2-2)

Puisque, (3
L'équati

1A(61))7" * 8A = A(6,) * 3A(83) * 3A(8,) * 2A(85) (2.2-3)
En multipliant les 2 termes de I'équation (2.2-3) par (24(8,))7%, elle devient :
3A(02))71 + (FA(01)) 7" * 2A =(3A(8,)) 7" * 7A(6,) * 3A(03) * 3A(8,) * 2A(65)  (2.2-4)

Puisque (3A(8,))71* 1A(0,) = 1: matrice identité
L'équation (2.2-7) devient:

(GA(B2)) 1 * (FA(61)) 7" * 24 = 5A(83) * JA(6,) * 2A(65) (2.2-5)
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On aura le systeme d'équation suivant : (2.2-51)
v*sin (62)+u*cos (B2)—-a2 = a3*sin(63)-d5*cos (63+64) 2.2-6
v*cos (82)-u*sin (62) = a3*cos (B3)+d5*sin (63+64) (2.2-7)
Px*sin (61) -Py*cos (61) = 0 2.2-8

Avec

u = Px*cos(61)+Py*sin (61) (2.2-9)
v = Pz-dl (2.2-10)

En multipliant les 2 termes de I'équation (2.2-5) par (3A(03))7}, elle devient :
(5A(83)) 71 * (ZA(82)) ™! * (FA(81)) ™" * A =(3A(83)) " * 3A(83) * fA(By) * sA(O -2711)

Puisque (3A(83))~ ! * 3A(03) = I : matrice identité

L'équation (2.2-11) devient: g
GA®2)) ™ * (JA(0) ™1 + (3A(B,) 1 * SA = iA(G% (2.2-12)

On aura le systeme d'équation suivant :

v*¥Ccos (62-63) -u*sin (62-63)-a2*sin (63) (2.2-13)
v*sin (62-63)+u*cos (62-63) —a2*cos (6 (2.2-14)
Px*sin (61) -Py*cos (61) (2.2-15)
u et v ont été spécifiées précédem ent.Q
2.3 Méthode analytique : cal
4
atan?2 (Py, Px) (2.3-1)

A1 étant connue, s& u(2.2-9)etv(2.2-10) le deviennent aussi.
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2.4  Méthode analytique avec condition : 82 connue, 03 et 84 inconnues
2.4.1 Calcul de 63

A partir du systeme d'équation (2.2-S1)

{v*sin(62)+u*cos(62)—a2 = a3*sin(63)-d5*cos (63+64) (2.2-6)

v*cos (62)-u*sin (62) = a3*cos (063)+d5*sin (63+64) (2.2-7)

On pose:

At2= v*sin (62)+u*cos(62)-a2 , Bt2=-v*cos (062)+u*sin(62)

Le systeme devient :

{a3*sin(63)—d5*cos(63+64) = At2 (2.4-1)
-a3*cos (63) -d5*sin (63+64) = Bt2 (P2-2) .4-2)

(2.4-1)"24+(2.4-2)"2 =>»
a3”2 + 2*sin(64)*a3*d5 + d572 = At272+Bt2"2
sin(64) = (At2"2+Bt2"2-a372-d5"2)/2*a3*d5

4
0 <= Condl=(At2"2+Bt272-a3"2-d5"2)/2*a3*d5 <= (2.4-3)
B4l1=asind ( (At2"2+Bt2"2-a3"2-d5"2) /2*a3*d5) (2.4-4)
042=180- 641 (2.4-5)
2.4.2 Calculde 63
Développement de 1l'équation (2.2-6)
a3*sin (63)-d5*cos (63+064) =
a3*sin (63)-d5*cos (63) *cos ( =
-d5*cos (64) *cos (63) + (a +d5*§ = At2

N

On pose
At2t4= -db*cos (64) ; B

A\

L'équation devient

At2td*cos (63) + Bt2t4 = At2 (2.4-0)
on pose : ‘

At2td = (2.4-7)
Bt2t4 (2.4-8)
avec

R = s Bt2t42?) (2.4-9)
q = At2064) (2.4-10)
(2.4- V4-7) et (2.4-8) =>

cos (q) *c (63)+sin(qg) *sin(63) = At2/R (2.4-11)

L'équation ci-dessus est de la forme cos (63-qg) =At2/R

2
631 = atanZ( 1-(22) Atz) + atan2(Bt2t4, At2t4) (2.4-12)
2
632 = atan2 (— 1- (%2 Atz) + atan2(Bt2t4, At2t4) (2.4-13)
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2.5 Méthode analytique avec condition : 63 connue, 62 et 64 inconnues
2.5.1 Calcul de 64
A partir du systeme d'équation (2.2-S2)

{v*cos(62—63)—u*sin(62—63)—a2*sin(63)—a3 = d5*sin(064) (2.2-13)
v*sin (82-83)+u*cos (62-63)-a2*cos (63) = —-d5*cos (64) (2.2-14)
©3 connue, On pose :

w= a2*sin(63)+a3 , x= a2*cos (63)

Le systéme devient :

v*Ccos (62-63) -u*sin (62-63) = d5*sin(64)+w .5-1)
v*sin (62-63)+u*cos (62-63) = -d5*cos (64) +x ( -2)
(2.5-1)"2+(2.5-2)"2 =>» TN

-2*d5*x*cos (04) +2*d5*w*sin (04)= u"2+v"2-d5"2-R¢2-

N
@)
|
w

On pose

At3= u"2+v"2-d57"2-x"2-w"2

At3td4=-2*d5*x , Bt3td=2*d5*w

On pose :

At3t4 = R*cos (q) (2.5-4)
Bt3t4 = R*sin(q) -
avec :

R = sgrt (At3t4"2+ Bt3t412) Q (2.5-6)
g = atan2 (Bt3t4, At364) (2.5=-7)

(2.5-3), (2.5-4) ¥ (
cos (g) *cos (64) +sin (g (6 = At3/R (2.5-8)

L'équation ci-dessus est d&jla formeéfos (64-q) =At3/R

D

fiInS

=
Il

) + atan2(Bt3t4, At3t4) (2.5-9)

At3
R

2
) ‘%3> + atan2(Bt3t4, At3t4) (2.5-10)

A partir du systéme d'équation (2.2-S1)

{v*sin(e2)+u*cos(92)—a2 = a3*sin(63)-d5*cos (63+64)
v*cos (62)-u*sin (02) = a3*cos (63)+d5*sin (63+64)

(2.2-7) =» v*cos(82)-u*sin(02) = d5*sin (63+64)+a3*cos (03)
63 et 64 sont connues, on pose
Atd= d5*sin (63+64)+a3*cos (63)
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v = R*cos (q) (2.5-11)
u = R*sin(q) (2.5-12)
avec:

R = sgrt(v"2+ u”2) (2.5-13)
g = atan2(u, v) (2.5-14)

(2.2-7), (2.5-11) et (2.5-12) =>

cos (g) *cos (64)-sin(g) *sin (64) At4/R (2.5-15)

L'équation ci-dessus est de la forme cos (64+q) =At4/R

2
621 = atcmZ( 1- (AR#) ,%) — atan2(u,v)
2
622 = atan2 (— 1- (%) ,%) — atan2(u,v)

2.6  Méthode analytique avec condition : 64 connue, 02 et 83 inconnues
2.6.1 Calcul de 62

A partir du systéme d'équation (2.

{v*sin(62)+u*cos(92)—a2 = 2.2-6)
vV*¥cos (62)-u*sin (062) (2.2-7)
A partir de la deuxieme simplificatio
2*a2*u*cos (62) +2*a2*v*sin (62)= -2*a3*db*sin (64)-a3"2-d5"2 (2.6-1)
Atdt2=2*a2*u ; Btige=
At42= a2"2+u”2+v™2-ad’ 572 2%a3*d5*sin (64)
Atdt2*cos (02)+Btd®R*sin Atd?2 (2.6-2)
Atdt2 = ‘ (2.6-3)
Bt4t2 = (2.6-4)
avec:
R = Bt4t2"2) (2.6-5
q = , Atdt2) (2.6-6)
(2.6- 6-3) et (2.6-4) =>
cos (q) *c (62)+sin(qg) *sin(62) = At42/R (2.6-7)
L'équation ci-dessus est de la forme cos (62-qg) =At42/R

2
621 = atanZ( 1-(=2) %) + atan2(Bt4t2, At4t2) (2.6-8)

2

622 = atan2 (— 1-(=2) A;ﬁ) + atan2(Bt4t2, At4t2) (2.6-9)
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2.6.2 Calcul de 63
(2.2=-7) =>»
(a3+d5*sin (64)) *cos (B3) + db5*cos(B84) *sin(B3) = v*cos(B2)-u*sin(62)

02 et 64 étant connues, on pose :

Atdt3= a3+db*sin(64) ; Bt4t3= d5*cos (64)
Atdt3t2= v*cos (B82)-u*sin(62)

Atdt3*cos (63)+Bt4t3*sin(63)= Atdt3t2

At4t3 = R*cos(q)
Bt4t3 = R*sin(q)
avec:

R = sqgrt (At4t372+ Bt4t372)
g = atan2 (Bt4t3, At4t3)

(2.6-10), (2.6-13) et (2.6-14) =>
cos (g) *cos (63) +sin(qg) *sin (63) = At4t3t2/R (2.6-15)

L'équation ci-dessus est de la forme cos (63-qg) = At4
2
631 atanZ( 1- (Amftz) ,At4;3t2> + atan? 4B t4t (2.6-106)
2
632 = atan2 (— /1 - (At“m) ,A”tm) AtAt3) (2.6-17)
R R
‘ Q\
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Fig. 14 : Interface Matlab Robot 5R
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Annexe 1 : Formules trigonométriques

usuelles pour la résolution des équations en MGI

|Type ‘ Equation Condition Solution
p |cosg=b 1<bsl 9=atan2(i\/1—b2,b);i.e,.bothGand 0
2 sinf =a 1<a<1 6=atan2(a,i\/1—a2);i.e,.bothHand (180-0)
sinf =a -1<a<1
3 |cos@=b -1<as<1 0 =atan2(a,b)
a’+b’=1 e
acos@—bsind=0 0 = atan2(a,b)
4 and i.ﬂb\v( 8
= 2(-a.—
0=atan2(-a,-b) o 'S
0 =atan2(a,b)
and nd(9i180)
sin@sing=a 0=atan2
5 |cos@sing=>b _
cosp=c
=qat
6 |acos@+bsinf=c |a’+ bL\K 0 atan2(b,a)+atan2(i\/a2 +b’ —cz,c)
A =
; acosH—bsin«9=c‘ 0 =atan2(ad —bc,ac+bd )
asin@+bcosf=d_ \ a+b*=c*+d?
ac0s0+csin0—d‘ ‘ _
8 e cos 0+ fsin,d 3 k‘-c&> 0 =atan 2(ag-de, df - cg)
Si I'équation &st eaire, utiliser les transformations suivantes :
cos 1
9 4 u
1+ u?
0
u=tg (E) - 0 =2tg Y (w)
Rq:
% 0 = atan2(y,x) est la fonction inverse de la tangente d'un angle rapporté au quatre quadrant du
cercle trigonométrique ou y =sin 6, x = cos 6.
% ¢ correspond a 8, - ¢ correspond a 6 + 180
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